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INTRODUCZAO

Desde a sua introdugao por Claude Shamon (um matematico
que trabalhava no Bell Lab.) a teoria de cddigos corretores de
erros tem tido inUmeras aplicagoes. Ela intervem todas as vezes
gue queremos transmitir ou estocar mensagens ou dados que estao
sujeitos a interferéneia Que causem erros na mensagem a ser lida
posteriormente. Exemplos usuais sao as transmissoes por satéli-

te e a estocagem de dados em fitas magnéticas de computadores.

O problema que se poe &: dada uma menségem recebida
que contem um niimero de erros, como corrigir estes erros e recu-
perar a mensagem enviada? Se a mensagem enviada contem redundég
cias entao, se a quantidade de erros é pequena, podemos esperar
recuperar a mensagem. Essa é a filosofia dos codigos corretores
de erros. No aspecto pratico da coisa a percentagem de erros na
mensagem € conhecida (por experiéncia, por exemplo) pois o canal
de comunicaggo é dado. Por outro lado a quantidade de redundan-
cia qQue podemos colocar € limitada pelos gastos que gqueremos fa-

zZer.,

Vamos dar um exemplo especifico. Suponhamos que que-
remos enviar mensagens {a,b,e¢) com a,b,c € {0,1] e digamos

que o nosso canal de comunicagtes causa um erro em cada seis
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digitos consecutivos. Ent3o se enviarmos a mensagem pura e Sim-
ples o receptor vai receber uma mensagem errada a cada duas en-—
viadas. Isso é ruim. Outra tentativa € repetir cada mensagem,
introduzindoe redundancia. Isso também é ruim pois se o receptor
recebe por exemplo (a,b,c)(a’,b,c) a # a’, como ele vai saber
se o primeiro digito da mensagem é a ou a’'? (Que o8 outros
dais sao b,c, ele jé sabe, pois vieram repetidos). Se repetir
mos a mensagem trés vezes entdo certamente o receptor saberid
qual é a mensagem (verifique). Para isso tivemos que introduzir
seis digitos redundantes em cada mensagem. Daremos agora um

exemplo de como podemos mandar nossa menssgem corretamente en-—

viando apenas tré&s digitos redundantes.

Dada a mensagem (a,b,c) enviamos a mensagem
(a,b,c,a+b,a+c,b+c). Aqui a soma é a soma "médulo 2", istc &,

0+0 =0, O+ =1, 140 =1, 1+1 = 0. Vamos entao mostrar que

)

podemos recuperar a mnensagem.,

Suponha que ¢ receptor recebe (rl,rz,rs,r4,r5,r6) e
éle ja sabe que hdi um Unico erro. Ele procede do seguinte modo.
Caleula rj+ry. Se ry+r, = r, entdo Ty,¥gsTy estio corretos,
logo a=ry, b=r2 e ¢ é o digito que ocorrer duas vezes em
r3,;Tgta,rgtb. Se rj+r, £ r, um dos trés estd errado, logo
rg,rs,re estdo certos. Logo C=ry, a=ra+rs, b=rq+r.. Em ambos
oS casos o receptor recuperou a,b,c.

A aritmética modulo 2 nos ajudou muito no exemplo a-

L
c¢ima, Isso & um fenomeno usual, os melhores cédigos proveem de

objetos com estrutura, por isso € bastante conveniente usar o0s
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corpos finitos (para uma referéncia completa aos corpos finitos
ver [11]), o que faremos consistentemente no que segue. O nosso
objetivo seri mostrar como construir sistematicamente_ bons cédi-

gos corretores de erros e analisar sua "performance™",

Os Capitulos I e II sao bisicos, neles introduzimos
05 conceitos e resultados que serao utilizados consistentemente
no gque segue, Os cap{tulos seguintes descrevem cdnstrugSes di~-
versas de cédigos e podem ser lidos independentemente uns dos

outros,

Com a excegao do Capitulo VI, essas notas serfo sces-
siveis a quem tiver conhecimento dos conceitos basicos de alge-
bra e algebra linear normalmente vistos na graduaggo. Mais espe-
cificamente usaremos o0s conceitos de COTrpes, aneis e espagos ve-
toriais e suas propriedades basicas. O Capitulo VI, por outro
lado, necessita de conhecimentos de geometria algébrica (como,
por exemplo, [5]) para sua compreensao. Meu gosto pessoal me
"forgou" a inclui-lo e espero que os leitores que tenham lido o
resto dessas notas se sinta motivado a aprender o necessario pa-

ra 1lé-lo.

O que me atrai na teoria dos cddigos corretores de
erros é como um problema, a principio tio Vaplicado", se relacio-
na intimamente com varios tdpicos de matematica "pura" motivando
novos problemas e novos resultados em ambos os lados. ¥ essa
interrelagao que procurei ilustrar nestas notas, Essas notas

nao se propdem a ser nem um livro texto ([12] é Stimo) nem uma

obra de referéncia (L15] é a "bf{blia" do assunto). Meu objetivo
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é apenas transmitir minha fascinagao pelo assunto aos leitores e,
quem sabe, motiva~los a serem usuadrios ou pesquisadores da teoria

dos codigos.

Certamente, dado o tamanho do texto, muita coisa foil
omitida. O leitor interessado deve entao referir-s¢ a biblio-
grafia e, se nao estiver satisfeito, consultar a bibliografia de
[15]. Devemos mencionar a omissao total do importante aspecto
probabilistico da teoria dos cédigos o qual pode ser visto em
[14]. 2Aqueles leitores que, por engano, acharam que iamos falar

de -eriptografia, recomenda-se a consulta de [17].

FPinalmente gostaria de agradecer a Elon Lima e Paule
Sad por insistirem que eu desse e€sse Ccurso no Colégquic, a Lincoln
de Souza por varias sugestdes e a Rogério Trindade pela datilo-

grafia.



capriTuLo 1

GENERALIDADES

Denotaremos por IF o corpo finito com gq elementos...

q
Um cddigo linear € sobre o alfabeto T, é um subespago veto-

rial de EE . Se d € a dimensao de C sobre F, dizemos

gue ¢ & um [n,dl-cddigo.
Ha varias maneiras de se descrever um cddigo, podemos
por exemplo, dar uma base VireenaVy de C. Neste caso, se

- = - . wd n
vy = (vil,...,vin) entao a aplicacao V: Eh‘* Eh dada por

d
V(al,...,ad) = T a

jop it T

é um "eodificador", isto é, pensandoe IF como o conjunto das

d
q
palavras numa linguagem "patural" a fungao V nos diz como co-

dificar as palavras.

A matriz V = (vij) que descreve a aplicag¢ao linear

V €& chamada a matriz geradora do cddigo. Diremos que V estd

na forma standard se V = (IdP) para uma matriz P, isto &,

v para i,j =1,...,d (onde &.. =0, i # j, 6,,=1).

i3 = 833 ij
Neste caso diremos gque oS primeiros d simbolos ou coordenadas

ii

de ¢ € C s3o os simbolos de informagdo e os restantes os sim-

belos de controle.



Porque simbolos de controle? Dado um vetor

x=(x1,...,xn) € F? opara checar se x € C basta verificar se

q
x = V(a) para algum a e neste caso (estamos supondo C stan-
d a
= i L= L . = i > d.
dard) xg=ay J =d e Xy i=1aiv1J i=1xivij pa;a J d
Logo, para checar se x € ¢ hasta verificar se x, = ¥ X V440
J i=1 J

para Jd=d+1,...,n.

Diremos que dois cddigos C;,C, sao equivalentes se
pudermos obteyr 02 a partir de C1 por permutaggo das coordena-~-
das. Pode-se provar que todo coddigo € equivalente a um cddigo

que pode ser gerado por uma matriz na forma standard (ver ex. 9).

Pelo que vimos acima a informagao contida numa palavra
¢ € C depende de d de suas coordenadas e o resto é redundincia

que é usada para controle. Definimos entio a razao de informacao

de C, denotada por i{(C), como sende i(C) = d/n isso medird
entao a razio entre o nimero de coordenadas "informativas" e o

nimero total de coordenadas.

Outra maneira de descrever um cddigo é dar uma aplica-

¢80 linear sobrejetiva H: Eg'* Eg-d

&€ C., Neste caso temos (xl,...,xn) €EC se e sb se

tal que o niicleo de H

H(xl,...,xn) = 0. Se H-= (hij) entao a ultima equacio se

escreve

n
jzlhiixj =0, i=1,...,n-d.

A matriz H € entdo chamada de matriz de controle de

paridade de C.
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Se C é dado pela matriz geradora (I,P) como acima,
isto €, C ¢é standard, é fdcil calcular a matriz de controle de
d

C. De fato temos x € C se e sd se x, = L.x,v.., Jj>d co-
3 a1l

mo vimos acima logo a matriz de controle € dada por (*tP In—d)
onde tP é a transposta de P,

Um exemplo ilustrativo, gque origina o nome "controle de
paridade" € o codigo de controle de paridade sobre F, definido
pela matriz geradora (I 1) onde 1 = t(l,...,l), isto &,

n+1

Cc Eh dado por {(xl,...,x x1+...+xnf [ (xl,...,xn € Eg}.

n’
A matriz de controle de paridade de- ¢ é {(1,...,1). E facil
ver entao que x € ¢ se e s6 se Ix; = 0 isto é, x tem um
nimero par de coordenadas nao nulas, dal o nome controle de pari-

dade.

Falando em erros, mencionamos na introdugio que os co-—
digos seriam escolhidos de tal modo que duas palavras do cddigo
fossem sempre bem diferentes, para que quando recebesemos uma
mensagem com possiveis erros pudessemos decodifici-~la como a pa-
lavra no cédigo mais parecida com a mensagem recebida. Para for-

malizar os conceitos de "diferente" e "parecido! definimos a

norma de Hamming em Eﬁ pendo para x € Eﬁ, |x| = nimero de

coordenadas nao nulas de x. Valem entio as seguintes proprieda-

des:
1) x| =0 seesdse x=20
2}y Iax| = |x| se A € Fy» AAED0

3)  |x+y| s [x[+]y]



Definimos também a distdncia de Hamming pondo

d{x,y) = |x~-y|, dque satisfaz

1) d(x,y) =0 seesdose x-=y

d(y,x)

2') alx,y)

3') d(x,z) < dlx,y)+d(y,z)

Note gue d(x,y) ¢é o nimero de coordenadas onde x e
vy diferem, logo d(x,y) mede quao diferentes sio x e V.

d é uma métrica em Eﬁ.

Note que 1') segue de 1), 2') de 2) (com A=-1)
e 3’) de 3). As propriedades 1) e 2) sac imediatas. Pro-

varemos agora a propriedade 3).

Seja I = {1 ¢ {1,...,n} | xy = 0} e
J=1{1€{1,...,n} |} vy = 0} entao, por definigao |x| = n-¥I,

|yt = n-#J. Logo

|x|+]y| = 2n-(F1+443).

Por outro lado, temos que #I+$J = #(IUT)+F(INI) e
#(1UJ)Y = n, logo ' -

|x|+|y] = n-$(InJ).

Porém se 1 € InJ, X =y; =0, logo x,+y, = O, Entao . x+y
tem 1i-ésima coordenada nula para todo 1 € InJ, consequente-

mente |x+y| S n-#(InJ). 1Isso conclui a demonstracgio.
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Jé& podemos entio medir quanto as palavras de um cddigo

diferem uma das outras. Definimos ent3o o peso de um cddigo c,
denotado w(C) ponde w(C) = min{d(x,y) }| x,y € C, x # y}. Co-
mo o cddigo é um subespago temos que x-y € C toda vez que.

x,y € ¢, logo w{(C) = min{|x| | x € C, x # 0},

Podemos entao passar a corregao e deteccao de erros.

Dizemos que um codigo C corrige e erros se para todo y € Eﬁ

existe no maximo um dnico x € ¢ com d(x,y) = e. Isso signi-

fica que ao recebermos uma mensagem ¥ c¢om no maximo e erros,
isto é, y difere de algum elemento de x € C no maximo em e
coordenadas, esse elemento x sendo a menéagem enviada, entao
x é o Gnico elemento de C tao proximo de y logo podemos re-
cuperar x a partir de y. Mais adiante veremos como implemen-—
tar esse procedimento. Agora vamos ver quantces erros-um cédigo

pode corrigir.

(1.1) Teorema: Seja C um cddigo de peso w(C) entac C

corrige 'EEL%%:LJ erros.

Prova: Seja e = [!1%%513 entao 2e+1 S w(C). Suponha que C

naoc corrija e erros e seja y € E: tal que existam

Xy,%g €c, x, # x5 com d(xi,y) <e, i=1,2, Por 3') temos

d(xl,xz) = d(xi,y)+d(y,x2) < 2e. Por outro lado como Xy # Xgs

pela definigao de w(C) temos d(xl,xz) = w(C) = 2e+l, contra-

digao.
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. Um resultado util para se determinar wi(C) é o seguinte:

(1.2) Pfopoéiggb: Seja € um cédigo com matriz de controle H
e peso w(C); Entdo quaisquer w(C)-1 colunas de H sio linear-
mente independentes e existem w(C) colunés de H lineérmente

dependenteé.

Prova: Seja s o inteiro. tal que guaisquer s colunas de H

sao linearmente independentes e existem s+1 colunas de H -li-

~
nearmente dependentes.

Sejam hy,...,h_ as ‘colunas de "H. Se h, ,...,h.
1 n ) i, ig,1

sao linearmente dépehdentes'existem C, ;ea4,C €T com
x S i lg41 2

Ecijhi_ =0, Seja ¢ = (cl,...,cn) definido por e, = cij se

i € {il,o..,i 1, cy = 0 caso contrérig. Entao Z'cihi -0 e

s+1
c €C, porém ¢ tem no miximo s+l coordenadas ndo nulas, lo-

ge wiC) = s+1.

Se w(C) € s+1 existe ¢ € C, ¢ # 0, com no mixime s

coordenadas nae nulas, digamos ¢; =0 se i#4y,...,i . Como
n
c €C, z
i=

s
h, =0, loge ZIe¢

¢ hy =0 logo h

,...,hi

i1 s

h
1 j=1 1y 1y
sao linearmente dependentes, isso contradiz a definigao de s

logo w(C) = s+1, como queriamos demonstrar.

(1.3) Corolario (Singleton): Se C & um [n,d] cédigo entao
W(C) S n-d+1.

Prova: Seja H matriz de controle de C. Como as colunas de
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H estao em mg-d’

mente “dependentes. O resultado agora segue da pioposigﬁo;

quaisquer .n-d+1 colunas de H .sac-linear-

Cddigos com w(C) = n-d+l sao chamados cddigos sepa-
raveis pela distincia maxima ou MDS (maximum distance separabie).
Eles tem uma descr;gﬁo interessante como conjuntos satisfazendo
certas propriedades geométricas em espa¢os projetivos sobre cor-

pos finitos que discutiremos no capitule IV.

Passamos agora a dar um procedimento:simples de decodi-

ficacgao.
Se C-um [n,d] cddigo dado como nicleo de
H: Eg -+ Eg_d. ‘Se x € Eﬁ chamaremos H(x) de sindrome de

X, Para cada v € Eg-d

tal que Ievl é minima, e, é chamado um lider da classe late-

escolha e, tal que H(ev) = v e

-1 ~ .
ral H “(v). e, pode nao ser Unico, mas fixemos um em cada
classe. Se recebermos uma mensagem y calculamos H(y) =v e

tomamos ¢ = y-e  como a decodificagao de y.

Note p;imeiro que H(c) = H(y)-H(ev) = v—§ =0 logo
c € C. Note também que dfe,y) = |e;|. Como e, foi escolhido
minimizando a norma em H_l(v) teﬁos dque ¢ & o elemento de
C mais préximo de y. Consequentemente se C corrige e erros
a decodificagio nos dara a mensagem enviada toda a vez que a

mensagem recebida tem sindrome v satisfazendo Ievl % e. Esse

processo & chamado decodificagao por semelhanga maxima.

Em geral esse procedimento é muito custoso pois nos

obriga a calcular os e, Ccédigo com propriedades particulares

.



=]2=

podem ter algaritmos de_decodiricagﬁo mals eficientes, Encontra-

remos alguﬁs exeﬁplos disso mals adiante.

EXERcicIO0S:

1. Considere o [7,4]~codigo sobre F, que tem matriz de contro-

le

a)
b)
c)
d)

Este cddigo é chamado o [7,4] cddigo de Hamming

Calcule o peso de C;

Calecule uma matriz geradora de C;

Calcule lideres para as classes laterais de C;
Escreva alguns elementos de Eg ‘aleatdriamente e deco-

difiqye—os.

2. Considere o [4,2]-céddigo sobre Eé que tem matriz geradora

a)

Calcule o peso de C;
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b} Calcule uma matriz de controle de C:

e) Decodifique (0,1,1,1), (1,1,1,0) e (90,0,2,2).

3. Sejam C,C’ respectivamente [n,d] e [n’,d’] cddigos.
Considere o cddigo C ® C' que é um [n+n’,d+d’] cddigo. Pro-
ve que w(CeC’) = w(C)+w(C') e calcule matrizes geradoras e de

“controle de C ® ¢’ em fungao das de ¢ e C’.

-4, Seja C um [n,d]l-cédigo. Se Lt <d e 1pp0emly € {1,...,n}
Seja €’ o cddigo consistindo dos ¢ € C tais que

c = 0. Considere, da maneira natural, C’ como um

Sese= C
1 y

codigo em Fﬂ“‘

tais que dim C’

. Mostre que 11,...,1& podem ser escolhidos

d-+ e w(C') = w(C).

5., Seja C um [n,dl-cédigo. Se 17544004, € {1,...,0) con-
T

sidere A: mﬁ *Fy, Alxgyeeox) = (xil,...,xir). Seja C'

a imagem de C por A. Prove que s¢ r S n-d pode se escolher
ii‘“"’ir tais que ¢’ seja um [r,d}-cddigo e que

wi(C’) = w(C)-n+r.

. _ n
6, Defina para x;y € Eﬁ o produto interno (x,y) = I X, ¥y
. i=1

Cu}hado, o produto interno nada tem a ver comfa norma. D& um

. exemplo de x € Eg com x¥0 e (x,x)= é. Se € € um cd~-
digo em Eﬂ defina o cédigo dual ¢t - {y € Eﬁl (k;y) =0

¥ x € Cc}, Qual € a relagao entre as matrizes geradora e de con-

trole de C e C'?
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" . . & , . L
De’ um exemplo de um codigoe C onde C =C ., Calcule C para

C como nos exercicios 1 & 2, -

— i o~ '
Nota: A relacao entre o0s pesos de C e C em geral nao e sim=-
ples, mas temos o seguinte resultado devido a MacWilliams (ver

por exemplo [121).

Sejam para C & IF:I] um [n,d]-cédigo, &, = #{x € ¢,
n
x| = 1) e B (r) = EOAiri. Entdo pc“(t) -

i

- a1+ (a1t e () -

7. Seja C um coédigo com w(C) = 2m. J& sabemos que C cor-
rige m-1 erros. DProve que C detecta m erros, isto &, se
recebermos uma mensagem,. podemos saber se ela contém no méximo

m erros e se ela contiver no maximo m erros podeﬁos dizer

duantos erros ela contém.

8., As fitas magnéticas de armazenagem de dados em computadores
sao usualmente gravadas com nove cabegotes, um em cima do outro.
Isto é, os dados sao armazenados numa matriz (bij)' i=1,...,9,

Jj=l,...,n, b € Eé, para um certo n > 1, DPara facilitar a

ij
leitura mecanica exige-se que haja pelo menos um bit aceso enm
9
cada coluna., Isso se garante exigindo z bij = 1 para todo
i=1
'j (justifique). Mostre também que isso permite corrigir erros

decorrentes de defeito em um dos cabegotes (o que é um defeito

comum), Para garantir correcao de outros tipos de erros exige-
n

se também que & b;jj = n (mod 2), para todo i. Para a anilise
. Ji=1
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matematica deste cddigo ndo perdemos nada trocando os zeros por
uns e uns por zeroc (i.e. bij — bij+1). Com isso as equagdes
de controle ficam ?bij = ?bij = 0. Descreva esse cddigo em
termos de uma matriz de controle num-espago apropriado e calcule
sua dimensso e seu peso.

9, Dois céddigos C,C' < Eﬁ' sao ditos equivalentes se eles
coincidem a .menos de permutagéo das coordenadas. Prove que todo
codigo é equivalente a um cddigo que pode ser gerado por uma ma-—

triz na forma standard.
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cAPfTULO II

COTAS

Quais sao os melhores coédigos gue podemos éonstruir?
Nessa generalidade essa pergunta nao estia resolvida. O gue pode-
mos dizer, por outro lado, é que nao podemos ser otimistas de-
mais, ha limitagbes no que podemos conseguir. O objetivo deste
cap{tuld é demonstrar alguns resultados gue limitam a possivel

performance de codigos.

Ja provamos um tal resultado, a cota de Singleton
(Corolario (1.3)) que afirma que um In,dl-cédigo C satisfaz
w{C) S n~d+l. Passaremos agora a discutir outros resultados des-

te tipo.
Introduzamos algumas notagdes:

Se r<n é um inteiro e a € Fg, definimos a bola

de centro a e raio r, como o conjunto

Bla,r) = {x € ¥y | d(x,a) s r}.

Se n,w sac inteiros w < n, definimos

Aq(n,w) = max{dimC | ¢ = Fg, cddigo com w(c) = w}.
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Entdo, Aq(n,w) é a maior dimensio possivel entre os cddiges de
peso e comprimento w,n dados sobre Eh . e os resultados que
estamos procurando sao cotas superiores para Aq(n,w). Por exem-

plo a cota de Singleton diz que Aq(n,w) S n-wtl.

, T (D i
Seja V_(n,r) = #B(a,r) = Z ()(aq-1)".
q j=0 1

Essa Ultima definig¢do merece um comentdrio. Primeiro
ela afirma que #B(a,r) n2o depende de a. De fato a fungdo
x =+ x~-a estabelece uma bijecao entre B(a,r) e B(0,r).

A

r .
Segundo, a igualdade #B(0,r) = T (?)(q-l)l. Bom, B(0,r) ¢

i=0 1
o conjunto dos x € Eg, com |x| £ r. Mostraremos que o con-
junto dos x € Fg com |x| =i tem cardinalidade (ril)(q--l)1
e isso provara o que gqueremos.
Como escolher = tal que |x| = i? Primeiro, x tem

i coordenadas nao nulas, temos que escolher quais as coordena-
das, temos entao (2) escolhas, Agora temos gue escolher o va-
lor de cada coordenada em Eh\{o}, temos gq-1 escolhas para

cada coordenadé logo (q—l)i' egcolhas para todas as coordenadas

nao nulas.. 0 resultado segue.

A nossa primeira cota €& conhecida como cota do empaco-

tamento de esferas

(2.1) Teorema {(Hamming): Aq(n,w) = logq(qn/vq(n,EE%l]))

Prova: Seja ¢ um ([n,dl-cédigo de peso w e e = Eﬂél].

Vimos no Capitule I que C corrige e erros e isso significa
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que as bolas B(c,e), ¢ € C sao disjuntas, entio

n

L #B(c,e) s #TF" =g

n
cE&C 1
logo

#c.v (n,e) = q"

~

mas #C = qd e o resultado segue.

Essa cota tem relacoes com o problema_cléssico de empa-
cotamento de esferas. Esse problema pode ser descrito da seguin-
te maneira: dquantas bplas de pingue pongue cabem numa caixa da-
da? Evidentemente podemos formular o problema em um nimero qual-
quer de dimensoes. O caso de dimensao dois foi resolvido por uma
abelha a alguns milhdes de anos atras! Mas em dimensoces maiores

o problema é bem mais dificil.

Mas as relagdes nio param ai e o problema se
conecta com redes em Bn, cristais, grupos finitos e outras
coisas mais. Infelizmente nao trataremos dessas coisas aqui,

mas o leitor interessado pode (e deve) consultar fe1].

’ .
A tecnica de empacotar esferas leva ao seguinte resul-

tado na diregdo inversa do Teorema 2.1

(2.2) Teorema (Varshamov-Gilbert): Se w < n

n
Aq(n,w) z logq(q /Vq(n,w-l))
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Prova: Suponha que d € um inteiro satisfazendo
a < logq(qn/Vq(n,w-l)) eque C é um [n,dl-céddigo com
w(C) = w. Vamos mostrar que podemos construir um cddigo C’ com

dimensao d+l em Eg e com w(C) = w. Temos que

% #B(c,w-1) = %W _(n,w-1) < o® = #TF",
c€C q a

Logo, existe x € Eﬁ, x € U B(c,w=1). Em particular
c&C

x £C e d(x,¢) = w para todo c¢ € C. C(onsidere o ecddigo ¢’
gerado como espago vetorial por ¢ e x. Mostraremos que ¢’ &

o cédigo dese jado., Claramente a dimensao de C' é d+1. Calcu-

lemos w{C’).

Se ¢’ €¢C', e’ £0, entdo c' = c+rx, ¢ € C,

le] 2 we Se X £ 0

A€ F,. Se & =0 entao ¢ #0 e le’]
le’| =~ Ige’| = |x+§] = a(x,~£). Como -c/h €¢C, pois C &
subespago linear de Eg,
trugao de x, logo Jlc¢'| 2 w. Mostramos entao que w(C’) = w,

devemos ter d(x,-e/A) = w pela cons-

porém existe. ¢ € C com le| = w, como C & ¢’ concluimos que
wi(C’) = w.
Para provar o teorema comegamos com um elemento

a € Eﬁ lal = w e consideremos C, = {ha | » € Fol que é um

cddigo de dimensao 1 e w(Cl) = w. O procedimento dado acima

2
de peso w e dimensao 2. Sucessivamente, entio construimos, se

nos permite, se 1 < logq qn/Vq(n,w-l), construir um cédigo C

d < log, qn/Vq(n,w-~1) cddigos Cp,Cpyens,C tais que

d+1
w(Ci) =w e dimC, =i e issovprovﬁ o teorema.
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Notemos que a prova do teorema nos da um algoritmo pa-
ra construir bons cddigos. Porém, na pratica esse algoritmo €
impraticavel, pois consome muito tempo. Goppa e outros autores
construiram cddigos por algoritmos praticaveis a partir de uma

construgdo devida a Goppa que produz cédigos satisfazendo

dim C = logq(qn/vq(n,w~1)).

&
Mais ainda esses cddigos fazem parte de uma familia

infinita de bons cddigos. Veremos essa construgio no capitulo V

Veltando ao problema das cotas superiores para

Aq(n,w), temos ainda

(2.3) Teorema (Plotkin): Ponha 6 = 1-1/9. Se w > 8n entao

Aq(n,w) = 10gq(w/w—6n)

Prova: Seja C um En,d]-cédigo de pesc w > nf. Considere
os conjuntos f{c € C | cy # 0}, i=1,...,n. Dado um elemento

¢ € C este elemento aparece em |c| destes conjuntos, logo
temos

% el =
c€C i

([ i =]

¥{c € C, o, #£ 0},
1 1

Seja 1 um inteiro 1 S i1 S n e considere
D= {ec €cC, ey = 0}. D é um subespago linear de C e a codi-

mensao de D em C & no maximo 1, logo dim D =d ou d-1,



-21-

logo #D = a? ou a9l. por outro lado #{c € ¢, ey # 0} =

= #C - #D. Logo, em qualquer hipdtese, #{c € C, e; # 0} =

< qd_qd*l = Bqd. Concluimos que

E |ef = nogd

c€C

Por outro lado, se ¢ € C, ¢ # 0 temos le| = W,

logo .
L |e| = w(qd—l).
c€&C
Segue~se entaoc que
d W
= gt

e o teorema estd provado.

Vamos agora comparar as cotas obtidas. Para isso é

conveniente olhar as coisas assintdticamente. DPara isso defini-
Aq(n,Ean])

- , 0=5s 1.,

mos Qa tb) = lim sup
q N

Isto &, aq(b) € o supremo dos numeros @ tal que e-

-~ - n
xista uma sequéncia de codigos Ci’ i=1,2,..,., . Ci c Ehi
w(ci) dim Ci
tais que a =+ 3 e — + o, Isso nos permite conside-
i i

rar as cotas para n grande sem se ater a peculiaridades de um

nimero finito de valores de n.

O primeiro resultado interessante sobre Gq(a) é devi-
do a Manin ({133): Gq(b) é uma fungdo continua e decrescente.

Nac provaremos isso aqui.
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A cota de Singleton nos da
o S 1=
q(6) )

A cota de Plotkin nos da, (6=1-1/q)

ﬂq(b) =0 se 8551
logo !
0, (8) =0 se 8 s5s1,
Usando a cota de Plotkin podemos deduzir o seguinte
\
uq(b) s 1-5/6 0s65s 86,
0 raciocinio € o seguinte. Suponha € é um
Ln,d]-cddigo de peso w com w =S fn. Ponha n’ = E%l] e

tome um subcddigo €’ de C obtido anulando n-n’ coordenadas.

Entio podemos considerar €' como um [n’,a’] eddigo (ver ex.)
e d % d+tn'~n e w(C') = w. DPodemos aplicar o Teorema 2.3 a

C’ e obtemos

a’ s logq(w(C')/w(C')-en’) = logq(w/w-n’ﬁ)

Se tomarmos C numa Sequéncia com % + § e % + 0
4
L .l}. 6
entao I -+ T e
gsg..f;'ﬂ.ﬂlsl]_o (—2 )+1_B.’
n n n gq w-n'? n

~

e temos que

1 W
o logq(ﬁ:ﬁrg) =+ 0 logo
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a5 1-5/9
e o resultado segue.

A cota de Hamming nos di

aq(a) = l—Hq(6/2) 0 8§=s¢8

onde H (x) =
q X loqu - x 1ogqx - (l-x)logq(l—x), 0<x s 8

Isso segue do seguinte fato que se prova facilmente

através da formula de Stirling (ver [12] Lemma 5.1.6)

longq(n,Eln])
n

lim

= H (A)
n 4= q

Das trés cotas mencionadas, a pior é a de Singleton.
A cota de Hamming é melhor que a de Plotkin para 0 =< § = 60
para um certo &, € (0,8) para b, S 6 S 8 a de Plotkin & me=-
lhor. A melhor cota conhecida, devida a Elias,é a seguinte

(*) uq(b) < 1—Hq(9—«/6(9-6)) 0<% =8

Uma prova desta cota pode ser vista em [12I. Quando

g = 2 ha uma cota melhor ainda ([151).

Para constar, o Teorema 2.2 nos da:

.

(%) mq(b) = 1—Hq(a) 0<38=s8
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HA um espago entre (*) e (**) e no presente momen-

to naoc se sabe o que ocorre ai nesse espaco

EXERCfCIOS:

1. Seja C um [n,dl-cédigo sobre F, com d= 2 que contém

o vetor 3=(1,1,1,.,.,1). Prove que w(C) = (qu)n.

2., Seja n impare C = {(0,...,0),(1,...,1)] & Eg. Prove

que C atinge a cota de Hamming.

3. Caleule Aq(n,w) -para {g,n,w) € {(2,6,1),(2,7,1),(2,7.2),
{3,5,1),(3,5,2)],

4, Seja n=4q" e (a;4), i=1,...,m, j=l,...,n tal que
(alj""’amj) percorre mﬁ. Seja € o [n,m+1l-cddige gerado
por

® P e e s a

ml ) mn

Prove que o peso de qualquer x € C, x # 0,1 (ver
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ex. 1) é da forma qm-qi, 05 i<m. Conclua que w(C) = Sg%%lﬂ,
logo a cota do ex. 1 pode ser atingida. (Sugestdo: as equagbes
que descrevem o anulamento de coordenadas de x definem um sub-

conjunto de " qual?), Esses codigos sio um caso especial dos

q!
coédigos de Reed-Muller. O cddigo de Reed-Muller como acima com
m=95eq=2 foi usado na transmissao para a Terra das foto-

grafias de Marte tiradas pelo Mariner 9.

5. Nesse exercicio provaremos a .cota de Griesmer: Se C & um
. - d-1 i ‘ ,
[n,d]-cédigo com peso w entdo nz = |wiql|. [X] ¢ o menor

i=0 :

inteiro = x.

Seja ¢ € C um vetor nao nulo de norma r = {ec|. Supo-
nha que ¢ = (cl,...,cr,O,...,O). Considere a aplicagio linear
Xy xr s
f: (xl,...,xn) — (EI’...,cr’ xr+1,...,xn). Prove que f(C) e

um [n,dl-cddigo de peso w.

Seja agora C um cédigo com matriz geradora G = (gij)

tal que g33=1, Jsw, 815 = 0, j > w. Prove que o cddigo
¢’ de matriz geradora
G’ = (g, .
81305-2,...,a

J=w+l,...,n

é um [n—w,d-l}—cédigd de peso w(C') = [w/q]l. (Ver ex, 1)

Defina agora N(d,w)}) come o menor n tal que exista

um [n,d]-cédigo de peso w. Conclua do raciocinio acima que
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N(d-1, [w/q}) s N(d,w)-d. Complete a prova da cota de Griesmer.

Sugestao: Se v € ¢’, ¥ u, (u,v) € C. Entao

(u-»(1,...,1),v) € ¢. Escolha X tal que |u-A(1l,...,1)] € o

menor possivel.
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carfTuLo 111

¢Op1GoOs cfcLicos

Um cddigo efelico € ¢ Eﬁ € um cdédigo tal que

(cn_l,co,...,cn_z) € C sempre que (¢ "’cn—l) € ¢. Isto &,

o'’
C ¢é invariante com respeito a permutagGes ciclicas de coordena-

das.

0 interesse fundamental dos cddigos ciclicos € que eles
admitem uma representagao interessante em termos de polinomios

sobre Eﬁ que permite a descrigao de um algoritmo de decodifi-

cacao muito simples.

Consideramos o anel A = IFq[x]/(xn-l), quociente de

Eﬁ [x] pelo ideal gerado por x"-1, Todo elemento de A pode

. n=-1
ser representado unicamente por um pelinomio a°+...+an_1x

de grau no miaximo n-1 (pelo algoritmo da divisao de polinomios.)

Vamos identificar F, com A identificando 'a = (éo,u.,an_l)

n-1 _ - =
com a +...ta, 5 X = a(x). Note que se b = (an_Paoﬂ.”an_z)

aox--i-. [ o"!"an_ xn =

entdo’ b(x) = xa(x)mod(x™-1), De fato xa(x)

xn—1

n=-2 (mod x"-1). Entdo os cddigos ciclicos

= +a_Xt+...t
a _1+a, a

podem ser caracterizados como os subespagos C de A tais que
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C(x) € ¢ = xC(x) € C.

Notemos agora gue se C & um codigo eiclico e
C(x) € ¢ entao =xC(x) € C, xzc(x) €C, ete... logo
b(x)a{x) € C para todo b(x) € A. Bem, isto quer dizer que C
€ um ideal de A. Reciprocamente se C & um ideal de A entdo
C & um subespago de A e xC(x) € C sempre que c(x) € C, lo-
go € & um cddigo c{clicp. Resumindo os cédigos ciclicos sio

os ideais de A, Os ideais de A tem a seguinte caracterizacio:

(3.1) Proposicao: Todo ideal de A & da forma (g) onde g &
um divisor monico de x"-1. Além disso tal g & unicamente de-~

terminado pelo ideal.

Prova: Seja o: nﬁlEx] + A a aplicagac .atural. Se C é um

ideal de A entdo obviamente m—l(c) um ideal de Fq[x].

1

Como Fq[x] é euclidiano ©7-(C) & prinecipal, o Y(¢C) = (h).

Loge € & gerado por h em A, Escrevamos h = f.g onde g

€ um divisor monico de x°

-1 e (£,x"-1) =1, isto d, g & o
MDC de h e x"'-1. Mostraremos que C = (g)., Como f e
xP-1 sfo coprimos existe ¥ tal que f£.F = 1 (mod x"-1). Seja

c € C, sabemos entdo que c = gh = afg logo c € (g), isto é,

o]

< (g). Se mostrarmos que g € (h) entdo teremos C = (h) 2

2 (g) e consequentemente ¢ (g). De fato g € (h) pois

fh = T.fg = g (mod x™~1) 1logo g = Th em A,

Para a unicidade suponha que (g) = (g’) entdo

g =f.g e g=1'g’" logo ff' =1 e f & invertivel em A,
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Isso implica que f ¢é coprimo com x"-1. Como g’ divide

x"-1 devemos entdo ter que f € ]Fq e como g e g sao moni-

4

cos, f =1 logo g=1g'.

Se € = (g) € um cdédigo ciclico entdo o polinomio g
é chamado o gerador de C e o polinomio h = (xn-l)/g é chama-

do o polinomio de controle de C, ©Notemos que c(x) € C se e

s6 se h{x)e(x) = 0 (mod x"-1), dai o nome de controle.

n-1

Lembramos agora que se a{x) € A, a(x)=ab+...+a %

n-1
entdo existem polinomios b(x),r(x) tais que alx)= b{x).g(x)+r(x),
grau r(x) < grau g(x). Mais ainda grau b(x).< n-grau g(x).
Seja d o grau de g, Entado para todo elemento a(x) € C, de-
vemos ter r(x) =0, loge a(x) = b(x).g(x) onde grau b{x) <
< n-d. Dai segue-se imediatamente gue dim ¢ = n=d.
n-d-lo(x) & uma ba-

logo, se g = g +g;X +...+ gdxd, entao

Vemos também que g(x),xg(x),...,x

se de C sobre Eb,

2 By rerernes By D .ivvvesnnes O

0 o

s e ses it b an gd P ¢
G = 0 0 golouciilil.lI.OO gd seveess O

L ¢ g teranssase gd

(o]

é uma matriz geradora de C.

Vimos acima também que e(x) €EC se e sé se

h{x).e(x} = 0. Dai conclui-se facilmente que
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0 veeese O h_g eesews hy By
O seviee By g ereceseess By O
H=
hn—d e ho OOOICIOII.II 0
. - xB-1 nEd i
é uma matriz de-controle de C, onde h(x) = = " i=0hix .

De agora em diante suporemos que (n,q) = 1.

Estudaremos agora © peso de um cédigo ciclico para
isso introduziremos o chamado polindmio de Mattson Solomon

(ou transformada de Fourier discreta).

Se ja ﬁq o fecho algébrico de F, e B € F, uma
raiz primitiva n-ésima da unidade e T o conjunto de polindmios
de grau menor que n com coeficientes em ﬁ%' Define~se

F: T 2T pendo

n . .
F(a) = I a(pl)x""
3=0
(3.2) Lema: 3(a)(8®) = na,
Prova: Calculemos #(a)(8’)
n n-1 . n;j
3(a)(8") = T (ZapthHeE® - @D
. 3=0 1=0

-1 . . n n-1 o
nE a_ﬁljﬁ-kJ = g nE a,BJ(l-k) =
0 i=0 _ j=0 i=0 1

]
I 15

b
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n-1 n i p s
- = (xR,
i=0 - j=0 1
n jr n se r =40
Afirmo que I g% =
j=0 0 se =-n<r<n

Desta afirmacio seguird que A(BY) = na, . A afirmagdo é trivial

se r = 0, Nos outros casos temos

r
g pdr _ BFM-1 _ (BT -1

(3.3) Teorema: Seja r o© grau de ,(xnwl,E(a)) entdo |a|=n-r.

Prova: n-lal € o nimero de coeficientes de a(x) que sao nu-
los. Temoé que a, = 0 se e sd se 3(;)(Bk) =0, pelc Lema
(3.2). Entao n-|a|l é o nlmero de raizes n-ésimas da unidade
que saoc zeros de S(a), isto €, o nimero de raizes comuns de

F(a) e x"-1 que é o grau de (xn—1,3(a)), provando o teorema.

Vamos agora estudar mais detalhadamente uma classe e¢s-
pecial de cédigos, conhecidos como cddigos BCH (i.e., Bose,
(Ray) Chaudhuri, Hocquenghem)., Seja B € IF uma raiz primiti-
va n-ésima da tnidade ‘¢ denotemos por g(i)(x) o polinomio mini-
mo de Y sobre F,, isto €, o polinomio monico nac nulo de me-

nor grau com coeficientes em Eh que tem g* como raiz.

0 ¢bédigo BCH de distancia designada & e o cddigo ci-

clico € com polinomio gerador g(x) = MMC(g(l),...,g(a_l)).
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Seja m o menor inteiro positivo tal gue

g™ = 1(mod n) entdo (ver ex. 3) F é a menor extensio de
q

Eh tgue contém todas as raizes de x"-1 = 0. Conseguentemente

grau g(l) s=m

para i=1,...,n, logo grau g = m(4-1). Dai se
conclui que dim C 2 n-m(3-1). O resultado seguinte nos da uma
estimativa para o peso de C e justifica o nome de disténcia

designada

(3.4) Teorema: w{C) = &,

Prova: Seja c(x) € C, c(x) # 0. Como g(x)|e(x) e

gel) = 0, i=1,...,8-1, temos e(fl) = 0, i=1,...,5. Conse-
quentemente, o grau de F{(c) ¢ no miximo n-6. Segue-se que o
grau de (%F(c),x"-1) & no mdximo n-5, logo Je| = & peln

Teorema (3.3).

Suponha gque escolhemos um cédige BCH de distanciﬁ
designada 5§ = 2t+l, sabemos entic que esse cédigo corrige +t
erros. O que torna os cédigos BCH muito interessantes é que
ha um algoritmo de decodificagao eficiente, devido a Berlekamp,

que passamos a expor.

Seja C € A entao um coédigo BCH de distancia desig-
nada & = 2t+1 e B a raiz primitiva n-ésima da unidade usada

para definir C.

Seja .a(x) € A € uma palavra recebida com no maximo

t erros. Suponhamos inicialmente que conhecemos a palavra en-
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viada e(x) e seja e(x) = a(x)-c{x) o erro. Definimos entao,

se e = £ e xn 1
(x) eD “re n 1

M= {i | e, # 0}

r = #M
p(x) = = (1-8ix)
i€EM
s{x) = £ e ﬁix z (I—Bjx).

ieM 17 jemii}

M € o conjunto das posigdes onde os errcs ocorrem e
- T, o,
r e o numero de erros, que estamos supondo ser no maximo t.
t(x) & chamado o polinomio localizador dos erros. De fato,
. -i
i €M seesdbse L(877) =0, 1logo conhecendo 2L(x) saberemos
onde os erros estao. O polinomio s(x) servirs para nos dizer

qual foi o erro. De fato se i € M temos

sE™h) = e ot ](1—Bj5‘i),= —e b/ (871)
JEM\LL

onde L’ €& a derivada de f. Desta equagao podemos calcular e,
a partir de 2 e s, Resumindo se conhecermos % e = sabere-
mos onde os erros ¢ocorreram e guais foram os erros. O algoritmo
consistira entdo de se obter £{(x) e s(x) somente a partir de

a{x)., Se pudermos fazer isso entac obtemos ¢ processoc de corre-

gac come foi feito acima.

A observagao crucial € a seguinte (onde trabalhamos

com séries formais, ver apendice):



(*)

Por outro lado, e(B7) = a(Bd)~c(B)) = a{pJ) para
j=1,...,6-1. Logo conhecemos os valores e(B’) para

1s j< 2t a partir de a(x) somente.

0 ponto erucial agora é que, por hipétese, r st e
como grau 4, gréu s< 71 temos grau 4, grau s 5 t.
2t j .
Seja £(x) = 3 a(pd)xd
J=1

a equagao (%) se reescreve como

(*) 283 = £(x) (moa x2t*1),
Comoe f(x) & conhecido, isso nos permite determinar 4 e s,

Pe fato

s(x)=t(x)f(x) = 0 (mod x2t+1:)

como {(4&,s5) =1 e 4(0) = 1, isso segue dos resultados do a-

pendice.

Poderiamos falar eternamente sobre cédigos ciclicos e
codigos BCH mas vamos parar por aqui. 0O leitor interessado

pode consultar [15].
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APENDICE

Seja F um corpo. O corpo de séries formais TF((x))

o

é o conjunto das expressoes if'- aixi, ay €F, n€ %Z. (Note

que essas expressoes sao apenas formais, nao discutiremos nenhu-

-~ ~
ma nogao de convergéncia).

Em F((x)) definimos a soma e o produto de dois ele-

mentos pondo

¥+ Boyx

_ sea i
= 2(31+Pi)§

(Zaixi)(zbixi) = I‘.cixi

onde C, = o a.b
ko jaegx 13
Com essas operagoes TF((x)) & um éorpo (ver ex. 1).
o .
Se © = I aixi € F((x)) e a # 0, dizemos que n é a ordem

i=n
de @, denotado ord ®. Se ord 9 ®» 0 dizemos que @ é intei-

ro, Temos que ord(®i) = ord(®)+ord(y) {(ex. 2).

Claramente Flx] < F({x)). Como F((x)) & um corpo,
- E ai i
1-ax i=0

. [--]
pois utilizamos isso no texto. De fato ( Z a )(l—ax)
) i=0

temos entao F(x) & F((x)). Vamos mostrar que

o

% alxl - 7 algd
=0 i=1

=1.

1
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Se ® € F((x)) e ordwzn >0 escrevamos
® = 0 (mod x")
(A.1) Teorema (Padé): Seja © € F((x)), ordy9 =2 0 e N um
inteiro positivo. Entao existem a,b € F{x], b # 0 de grau no
maximo N satisfazendo ord{(a~-bp) 2 2N+1. Se a,b forem tais
polinomios que além disso satisfacam (a,b) =1, b(0) =1 en-
tZo eles sao Unicos com esta propriedade.

s i Ny N o4

Prova: Escrevamoes ¢ = X @9.x°, a = X a_x b= I b,x",
- i=0 * j=0 1! i=o !
onde os coeficientes ai,bi ainda estfo para sev -Jeterminados.

Considere o sistema de equagdes, equivalente a ord(a-bo)=z2N+1,

(1) L b k=0,....N

I
1]

jvj=k 11 K
(ii) Z b, =0 k =N+ ,...,2N
i+j=k

0 sistema (ii) é um sistema de N equagdes nas N+1

incognitas b,, logo tem uma solugdo ndo nula (bo,...,bN) e
Bosesesly estao determinados por (i), Isso prova a primeira
parte do Teorema. Quanto a unicidade sejam a,b, a,b solu-

goes satisfazendo todas as propriedades. Temos entao que

ord{ab~ba) = ord(b(a-bp)-b(a-bw)) = 2N+1

como o grau de ab-ba é no miximo 2N isso implica ab-ba = O

ou a/b = a/b, Como (a,b) = (a,b) = 1 isso implica a = Aa,

b =Ab, A € F. Como b(0) = B(0) = 1, temos A =1 logo

a=a b=~"0b © gue prova ¢ teorema.
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Daremos agora um algoritmc para se obter os polinomios
a e b do teorema que é mais rapido que resolver o sistema 1i-
near (ii). Primeiramente, facamos a observaqﬁp importante gue
a,b dependem somente de mo""’wZN' Podemos entiao supor que

_ 2N
P = CP0+<PIX +aedt q:sz »

Definiremos polinomios T_13Tgs 00 sGplnenss pelo

algoritmo de Euclides, pondo

- x2N+1 S

S | ? o

r ri_q * T, . deg r

= < .
i-2 = %¥i- deg ry_q

i
Isto e, r;, e o resto da divisao de rig POr r, ;.

Definimos também polinomios t;» 1 =-1,0,... por

t, =0, t =1
B5 = byap Tt 121
(4.2) Lema:  t,@ = r, (mod x*1), 1= -1,0,1,...

Prova: A afirmagdo é Sbvia para i=-1,0. Supondo por indugho

que vale para i-1, i-2, temos
B3Pory = (B 5=yt )= (ry pmayTy ) =
2N+1)

(ti_2w~ri_2)-qi(ti_1¢-ri_1) = 0 (mod x

logo a afirmagao € verdadeira.
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Notemos agora gue como os graus dos ri decrescem e
r_q tem grau 2N+1, temos que ry = 0, 1> 2N. Beja n o

maior inteiro tal que r, # 0,

(A.3) Lema: Existe um tinico j, 0 < j <n, tal que

grau tj’ grau rj = N.

Prova: Pode-se provar facilmente (ver ex. 3 ) que

grau r;_,+grau ti = 2N+1, 0= isS n+l.

Como grau Ty decresce de 2N a 0 para 0 S isn

existe um Unice j, 0< jsSn tal que

grau rJ._1 >N

grau rj AN

entao grau tj = 2N+1l=grau rJ._1 =< N. 2sso mostra a existéncia
do Jj como anunciado no lema. Para provar a unicidade, notemos
que se grau r,, grau t; SN entao grau r;_y = 2N+l-grau t, > N,

logo i=j. Com isso, o lema estd provado.

O algorifmo bara achar a e b no Teorema A.l entao
é o seguinte, calculamos 08 q4,Ty sucessivamente pelo algoritmo
da divisao até que achamos j como na prova do lema entdo calcu-
lamos os ti pela sua definigao recursiva e temos a = rj,

b = tj‘ O Lema (A.3) garante gue grau a, grau b < N e o Lema

(A.2) parante que ord(a~bp) = 2N+1.

0 polinomios a,b do Teorema (A.l) sao chamados de

aproximantes de Padé de ordem XN de ®. Quando b(0) # 0



39—

a/b & chamado um quociente parcial (da fragao continua) de .

EXERCfCIOS:

1. Um cddigo C é dito constaciclico (siec) de constante A

se {c .,cn_l) €¢c= (lcnul,co,...,cn_z) € C, Generalize

0’ "
alguns dos resultados deste capitulo para cddigos constaciclicos,

1

2. Prove que se a,b € Eh[x], a = Zaix b = Ebix1 entao

F (ab) = Eaibixl. (Andlogo da férmula de convolugho).

3. Seja B uma raiz primitiva n-ésima da unidade em ﬁh.

Seja m o menor inteiro com qm = 1 {mod n). Prove gue E‘m

q
: by
é o menor corpo contendo Eh e B (sugestao, 3 € E,rﬁ gq "1= 1),
' q

A
4, Seja n um nimero primc e p um primo que gera o grupo mul-

* L4
tiplicative Eh. Ache o polinomio gerador do codigo BCH de

comprimento n sobre Eb e distancia designada &8 para cada

6§ =1,.,.,n, Calcule sua dimensao e seu peso.

5, Prove gque um co6digo BCH sobre ¥, de comprimento n=q-1

é MDS.
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6. Considere o cédigo BCH sobre mh de comprimento 7 e dis-
tancia designada 3. Decodifique, se possivel, (1110001),

(1000100) e (1111100),

7. Mostre que o dual de um cddigo ciclico (no sentido do exer-
cicio 6 do Capftulo I) é equivalente a um cddigo ciclico. Des-

creva seu gerador em termos do .gerador do cddigo.

8. O cddigo [23,12] de Golay é o cddigo ciclico com n = 23,
sobre Eb gerado por xll + xg + x7 + xG + x5 + x + 1. Prove
gue seu peso & 7.

%
9., 8Seja n =31 e o um gerador do grupc multiplicativo F32.
Seja g um divisor de x31—1 tal que g(a) = g(u5) = 0, TFrove
que o cédigo ciclico de comprimento 31 sobre mb com gerador

g tem pesc pelo menos 4.

10, Seja C um cédigo ci{clico sobre Eﬁ. Mostre que se

c{x) € ¢ entao c(x?) €'c,

11. Um polinomio g(x) €& dito reversivel se para tode & com
gla) = 0 temos O £ 0 e g(a"l) = 0. Um cddigo eiclico ¢ &
reversivel se (co,...,cn_l) €c = (e, _y:Cp_greeesC,) € C,
Prove que C ¢é reversivel se e sé se seu.polinomio gerador &

reversivel,
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EXERCfCIOS DO APENDICE:

[--]

1, Seja ZO anxn € F({x)), com a, = 1, Mostre que o sistema
n=

de equagoes L a,b. =0, k=2, b =1 define b,,b.,...
itjek 3 1’72

urivocamente tais que Eanx[1 Ebnxn =1, Conclua que F({x)) ¢&

um corpo.,

2. Mostre que se ®,V € F((x)), ord(ey) = ord p+ord ¥ e
ord(®+)) = min{ord v, ord Y}.

3. Prove que t

i 2N+1 .
iri—l_ti—lri _(-}) X , 0= i=n+l
(sugestao: indugfo). Prove que grau t, > grau t;_; para

0sS 1i= n+tl, Conclua gue graun ti+grau riq = 2N+1.

‘4. Caleule o aproximante de Padé de ordem 5 de xlo + x5 + 1.
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caPfTULO IV

CODIGOS MDS E GEOMETRIA FINITA

0 objetivo deste capitulo é relacionar os cédigos MDS
(C é MpS se C é um [n,dl-cddigo com w(C) = n-d+1l) com
certos conjuntos definidos por propriedades geométricas em espa-
¢os projetivos sobre corpos finitos. Isso nos permite relacionar
o estudo destes cddigos com outros problemas interessantes de
Geometria finita e combinatdria. Mais detalhes sobre os assuntos

abordados aqui podem ser vistos em [8].

O espago projetivo n-dimensional P sobre ¥, é
definido como o _conjunto das retas que passam pela origem em
IFS"'I. Uma reta em IF;H]‘ passando pela origem é dada por
Aa, A € F, onde a = (aj,...,a ) # 0. Entao " pode ser
descrito como ]Fg+1 -{0]/~ onde ~ € a relacioc de equivaldncia

a~b seesdse a-=A\b, lE]Fq\[O}.

Se (ao,...,an) € IF‘3+1 \{0} denotaremos o ponto de

pioe definido por ele por {ao:...:an). Note entao que

(agi...:a ) = (byi...:b ) se e sé se a; = Ab;, i=0,...,n pa-

A€ - R -
ra ]Fq [0}
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Um subespag¢o i - dimensional de " &o conjunto de

retas contidos em um subespaco (i+l)-dimensional de E€+1. Um

o .
é chamado uma reta e um subespa-

subespago l-dimensional de P
¢o (n-1)-dimensional é chamado um hiperplano. Notemos que um
subespa¢o i -dimensional intersecta um subegpago j-dimensional
num subespago que teri dimensio no minimoe n-(i+j). Um hiperpla-

no € sempre dado como conjunto de solugbes de uma equacao

n

L ax, =0 onde o5 a

i nao sao todos nulos.,
ji=0 11 i

Uma transformagﬁo projetiva {f: Hﬂl* ﬂﬂl ¢ por defini-

cao a transforma§50 induzida a partir de uma transformagac linear

A EE+]-4 mﬁ+1 invertivel, isto 6, det A # 0. Isto &
n n
Teuat = z X.teee? L X . t . 0.
£((x, x,)) ( j=0aoJxJ 2o aanJ), de (aig) #

Um conjunto K< P% n= 2 é chamado um arco se

fK > n e K nao contiver n+l pontos contidos num mesmo hiper-
4

plano. Um exemplc de arco é o conjunto, em Pn, nsgq, dado

por:

‘ n-1 '
K, = [(Lehe. .o ), A € Eh ]'U [(0:...:0:1)]

.

Kn ¢ chamada a curva normal racional. Note que #Kn = q+1,

Para ver que Kn & um arco, vamos explicitar a condi~-

n

gﬁo de n+l .pontos-de IP° estarem num mesmo hiperplano, Se os

pontos, terem (aioz...:ain), i=20,...,n isso significa que

‘ n+l
(aio,...,ain) € Eﬁ

estdo num mesmo hiperplano, o que é equi-
valente a det(aij) # 0. No caso de K essg Gltima condigdo

se checa usando o teorema de Vandermonde.
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Pela Proposigao (1.2) se H = (hij) i=1,...,n-d
j=l,...,n1 €é a matriz de controle de um [n,dl-cédige MDS en-
tao gqualquer menor (n-d) X (n-d) de H tem determinante nao

),

nule, isso significa que podemos obter um arco K={(h1f..dh

n'd:j
j=1,...,n} enm 2P 9-1 | Reociprocamente dado um arco K em
P" com #K = n, podemos construir um cédigo MDS em TF? de

a
dimensae n-m-l1. Dai, a relagac entre arcos e cddigos MDS.

Vamos agora estudar mais cuidadosamente os arcos de

. Diremos que um arce € completo se ele nao for subconjunto

r
a2 «© ]

préprio de outro arco. Diremos que um arco K& 1P & maximo

se nao houver nenhum arco em I com cardinalidade maior que

#K. A cardinalidade de um arco maximo seri denotada por m(n,q)

Comegaremos tratando ¢ caso do =lano, isto é, n=2,

{Q+1 q impar

q+2 q Dpar

(4.1) Teorema (Beose): m(2,q)

n

Prova: Seja K um arco e k = #K. As retas 4 de P2 cor-
tam K em 0,1 ou 2 pontos. Se #{(LNK) =1 dizemos que 2
€ uma unisecante a K e se #(LNK) = 2 dizemos que 4 & uma

bisecante a K.

Seja P €K e t(P) o nimero de unisecantes a K que
contém P, As bisecantes a K contendo P sSh0 em numero de
k-1, uma para cada Q € K-{P}. Como h4 g+l retas por P

(ex, 2) concluimos que +t(P) = t = q+2-k.

Como t(P) foi definido como a cardinalidade de um
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conjunto, temos t(P) # 0, 1logo k < 4+2, Vamos mostrar que

k< g+l se g & impar.

Suponha ¢q impar e k = g+2 entao t =0 e logo
t(P) = 0, para todo P € K, o que significa que nao had nenhuma
unisecante a K. Seja @Q GiPZ\K e m o numero de retas pas-
sando por @ 4que intersectam K. Cada uma dessas m retas
entdo contem exatamente dois pontos de K e esses pontos sao
distintos para retas distintas. Logo k = 2m 1logo q = 2(m-1)

é par, absurdo.

. q+1 q impar
Provamos entac que m{2,q) s {
q+2 q par

O

Se gq impar #K2 = g+l, logo m(2,q) = q+l.

[ 1N

Se 4q par K, U [¢0:1:0)] € um arco, como se verifica facil-

mente e loge m{(2,q) = g+2,

Notemos que K, é dado pelo conjunto dos pontos
(xo:xl:xz) satisfazendo XX, = xg. Um conjunto de pontos C
satisfazendo uma egquagao f(xo,xl,xg) =0 onde f € EEXO’XPXQJ
é um polinomio homogeneo de grau 2, irreduti{vel' sobre ﬁh é
chamado uma conica. Como f tem grau 2 podemos ver Que uma re-
ta corta € no maximo em 2 pontos {ver Capitulo V) logo toda

conieca € um arco. Pode-se mostrar também que toda conica tem

g+l pontos e temos

(4.2) Teorema (Segre): Se g & impar todo arco maximal é uma

conica.

Nao provaremos este teorema, ver [8].
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Se q & pare C & uma conica existe um Unico ponto
P de IP2\C tal gue C U {P}] & um arco, este ponto é dito o
nicleo de C. Porém o analogo ao teorema de Segre nio vale em
geral, para q i 8 existem arcos maximais em IPZ que nao sao
da forma C U {P} com C uma conica e P seu nicleo. (Ver
(8l

Para classificar os arcos de Eﬂ

podemos nos restrin-
gir aos arcos completos. Esse problema ainda esta em aberto mas
temos alguns resultados parciais concernentes as possiveis cardi-

nalidades de arcos completos.

(4.3) Proposigao: Se K & um arco completo de cardinalidade

k(k-1) > q2+q+1
2 q+1

kX entdo

Prova: Considere o conjunto das bisec.ates a k, como uma bise-

cante esta determinada pelos dois pontos de K que ela cortar,

k(k-1)
2

K tem bisecantes, Cada bisecante tem g+1 pontos lo-

go se #Pzti(q+1)5i%§ll existe P € P2 que naoc esta em nenhu-
ma bisecante de K, logo K U {P} & um arco e XK nfo é comple-

to. Como #IP°= q2+q+1, a proposicao segue.

Muito mais diffcil é uma cota superior para a eardina-

lidade de um arco completo nzo maximal.

(4.4) Teorema: Seja K um arco completo nao maximal

(1) Se 4 € par, ¥#K s q-+a+1 -
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(ii) Se q é impar, #K s q- Ja/4+7/4

primo, FK < 440/45+2

(018

(iii1) Se g¢q

Os itens (i) e (ii) sao devidos a Segre, ele provou-os
relacionando, por um argumento engenhoso, a cardinalidade de K
e o nimero de pontos racionais numa curva algébrica sobre um cor-
po finito e concluiu o resultado da chamada Hipdtese de Riemann
para curvas {ver Capitulo Vi), os detalhes do argumento de Segre
podem ser vistos em [8]. Thas, recentemente, deu uma prova ele-
mentar do item (i). O item (iii) foi provado pelo autor ([23])
utilizando-se dos resultados mais finos que a hipétese de Riemann

que foram obtidos em [ 18].

Por outro lado conhecem-se arcos completos nao maximais
K satisfazendo #K = [Eijﬁij e #Kk s ' 1/10 (erf19] e [ 241,
onde outros exemplos também sdo dados). E também com K=g=/q+1

se g & um quadrado (ver [261).

E o caso n » 3? Vamos estuda-lo reduzindo~o ao caso
n=2. Seja V< P" um subespago de dimensao n-3 e W ¢ P°¢
um subespago de dimensaoc 2 tal que VN W = ¢, Definimos
m: P®\V » W, chamada a projegac sobre W ao longo de V, da
Qeguinte maneira. Dado P € P"\V existe um {inico subespago
vy de dimenszo n-2 contendo V e P. Temos ainda que Vp nw consis-

te de um Onico ponto e & esse ponto que chamamos w{P). (Ver ex.3)

Entac W como tem dimensao 2 pode ser identificado

»

com P2. Sjea K < P?  um arco e Pl,...,Pn_2 € K, defina V
como o menor subespago contendo Pl""’Pn-Z e escolha W de

dimensao 2 com VN W = ¢, Ve-se facilmente que ﬂ(K\&ﬁ,-”,P 1)

n—2
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1

é um arco em W =ZP2. Essa construgao permitiu Thas provar o se-

guinte teorema

(4.5) Teorema: (Thas) Suponha ¢q impar, g > (4n-5)2. Entao

(i} mf(n,q) = g+1

(ii) Se K « P" & um arco maximal entdao K = £(K,)

onde f ¢é uma transformagio projetiva.

(iii) Se X & um arco completo nao maximal entao

X = g~ +/4/4 + n-1/4.

A prova completa deste teorema pode ser vista em [20].

A idéia é usar projegdes variando os pontos PiyeensPy como

-2

acima e usar os teoremas mencionados acima para o caso planc.

No caso em que além de gq > (4n—5)2, qg impar g9 for primo en-
t3c podemos melhorar (4.5)(iii) para FK < 44q/45 + n+2 usando

o Teorema (4.,4)(iii).

a+tl, 3sSnsq
conjectura~-se que m(n,q) = {
n+l, n=4q

além dos casos cobertos pelo Teorema (4.5)(i) essa conjectura foi
provada apenas para n = 3,4,5 g=zn+l e q=11, n = q,

ver [15]. Sabe-se que em geral m{(n,q) < q+n-4, ver [15].
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EXERC fC108S:

1. Prove que #P"= qPq® 14, .41,

2, B8eja (]Pn)V o conjunto de hiperplanos de P", Associe a

n v
Ta.x. =0 oponto {a_t...:a_ ) € P", Com isso (P")  admi-
i=0 1 1 Q n

te uma estrutura de espaco projetivo. Mostre que se P € P o
conjunto dos hiperplanos por P formam um hiperplanc em (Pn)v.
-1+qn—2

Conclua gque existem qn +.,.,.+1 hiperplanos passando por P.

3., Complete os detalhes da construgao de projegac definida no

texto,
4, Prove que m(n,g) s g+n+4d.

5. Uma calota C & P® ¢ um conjunto que n3io contém trés pontos
colineares {(logo para n=2 uma calota é um arco). Associe um

cédigo a uma calota e discuta as suas propriedades. Generalize.
6. Prove gue um arco planoc tem k(g+2-k) unisecantes.

7. Verifique que para gq = 2,4 todo arco maximal ¢ uma conica

mais seu nicleo.
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cAPfTULO V

C6DIGOS DE GOPPA

Nesse capitulo descreveremos duas classes de cédigos
que chamaremos de cédigos de Goppa. Essas duas classes serao
englobadas em uma classe mais ampla no proximo capitulo. Esses

codigos tem uma excelente performance.

§1. Seja g(x) € ]Fdnl:x], monico de grau t e

L = {Yo,vl,...,\' e w a 8(Y;) # 0. Definimos o codigo le
q

n~1

Goppa C(L,g) < ]1“511 como o conjunto {(co,...,cn_l) € F9,
n-1 ¢,

c
i - ~ i

=0 . b 1 =
R=p (mod g(x))] A condigao Y, 0 (mod g(x))

significa que ao escrevermos a fungho racional do lado direito

como a(x)/b(x), a,b € TF mfx] teremos (a(x),b(x)) =1 e
q

a{x) divisivel por g(x).

(5.1) Teorema: dim C(L,g) 2 n~-mt, w(C(L,g)) > t+1.

Prova: Temos que:

1 -1 (g(X)-g(Yi)
X=Y; g(y;) X=Yy

it

) (mod g(x))
1

logo (eg,.ce,e ;) € C(L,g) 8¢ e s0 se
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n-1 (g(x)-g(v,))
z ¢y = 0 (mod g{(x)) i=0,...,n-1
g(x)-g(y;) ,
Por outro lado, Gi(x) = e um polinomio de
gy, ) (x=y,)
i i
=1 3
grau t-1, gque podemos escrever como Gi(x) = I gijx s
j=0
gij € Eqm.

Logo, em particular, ZTe,G,(x) é um polinomio de
grau S t-1 e como g(x) tem grau t, se g(x) divide
EciGi(x) entao EciGi(x) = 0, logo (e,,...,c _4) € C(L,g)

se e 86 se

DE].
* . = j = 0,...,t-1.
(*) oo G181 0 J yesey
P é um espago m-dimensional sobre F, logo tem
q
m
uma base G;,...,% . Podemos escrever gi4 = Elkijqu’
~ * -
hijk € Eh. As equagoes (*) se tornam entao:
n
(*%) iEO cixijk =0, J=0,.0u,t=1, k=1,.,.,m

Isso mostra que dim C(L,g) 2 n-mt, Escolhendo-se um
subconjunto maximo linearmente independente das equagoes (**)
. podemos construir uma matriz de controle para C(L,g), mas nao

precisaremos disto aqui.

Para mostrar a estimativa do peso seja c=(c0,...,oh_1)E
€ c(L,g) e M= {i ] c; # 0} entao
n-1 cy

z =_Ec L
i=0 X7Y; iem 1 jem\{i}

(x=v,) / ™ (x=v.).
TN e
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0 numerador desta expressEo tem gque ser divisivel por
g(x), mas o grau do numerador é no maximo #M-1, 1logo
#M-1 2 t ou #M = t+l. Porém #M = |c|, logo w(C(L,g)) = t+l,

como queriamos demonstrar.

A iddia da demonstragao gque o peso de C(L,g) ¢é pelo
menos t+1 pode ser refinada para mostrar que existe uma sequén-
¢ia de cddigos de Goppa tao perto quando se queira da cota de

Varshomov~Gilbert (Teorema (2.2)).

(5.2) Teorema: Existe uma sequéncia de ecddigos de Goppa sobre

Eh que atinge assintoticamente a cota de Varshomov-Gilbert.

Prova: Fixe n = qm,t,w e ponha L =T . Vamos tentar cons-
truir C(L,g) compesox w e g irredutivel de grau t. Se

e = (egyneesey ) € Eg é tal que |e¢| = j € w entado, como na
prova do Teorema (5.1), g(x) deve dividir um polinomio de

grau j-1. Como um polinomio de grau j-1 +tem, no maximo [J%l]
divisore de grau t devemos excluir [J%EJ polinomios para ca-
‘da ¢ € Eﬁ com Je| = j. Temos entio que excluir

w~1 §m1 .

.21 [lful(q-l)J(g) polinomios. Porém (ver Capitulo II)
J=

w—

1 . .
A=y q-1)3(My g ¥ -

Se provarmos que #[{g(x) € F mtx], grau g(x) s t,
Gq

g irredutivell = f(t) & tal que £(%) > % Vq(n,w-l), entio tal
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codigo existira. Pode-se provar (ver [12]) que

£(t) > % qmt(l—q-l/zmt+1). Basta entao exigir que
q"E (1L 2mbHLy o o Vq(n,w-l).
Se w=/[8n] e n € grande isso valerd se lim mt

n-=

> Hq(b). Mas dim C(L,g) = n-mt logo dimg(L ) _ 1 - %} . Po-

demos entao escolher + tal gque Hq(a) < %% < Hq(é) + e e te-

remos que 1lim C(L,g) = l-Hq(b)-e e C(L,g) estd proximo da co-
. n-=w

ta de Varshomov=Gilbert,
Cdédigos de Goppa tem também um algoritmo de decodifica=-
¢ao similar ao dos cddigos BCH. Sejam L = [Yo,...,Yn_l} e

g €T m{x] monico de grat t e € = C{L,g) < Eg. Seja
q

r = (ro,...,rn_l) 2 mensagem recebida e ¢ = (co,...,cn_l) a
mensagem enviada, suponha que |e-r| S t/2. Se ja

(egreve,e 1) = r=c.  Definimos

M

{i | e, # 0}

#M

e

£(x)

™ (X-Yi)
1€M

T e, " (x=v;)
1€ 1 jem\{1i} J

s(x)

Exatamente como no caso dos codigos BCH e nosso pro~

blema é calcular £4,s conhecendo apenas r.
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n-1 -1 (e)-gly; )

Seja S(x) = 150 ry Z0Y)

X-Yi

entao S(x) =t _Ti =g
x=vy

1
= (mod g(x)).

Temos entao que:

GoL(x) = B ok (x=v,)
s = mo(x-y,) =
T 0 FY gew 4

3 ey m (x—vj) = s(x) (mod g(x))
1€M jem\{i}
8{x) ¢é conhecido, g(x) também e temos que achar
2,5 de grau € t/2  tais que S(x)4(x) = s(x) (mod g(x))} e
lembramos que o grau de g(x) é +t. Isso é uma generalizacao do
problema tratado no caso dos codigos BCE onde tinhamos

x2n+1

gl{x) = . A solugao neste caso é ma generalizacao direta

do que fizemos anteriormente.

§2. Seja f(x,y) € Dﬂ![x,y] um polinomio de grau d,
irredutivel como polinomio em ﬂﬂIEX,y]. Dizemos que f & abso-
lutamente irredutivel. Sejam P, = (x,,v;), i=1,...,N as solu-
goes em Eﬁ da equagac f(x,y) = 0. Chamaremos os P;'s de

pontos racionais da curva f = 0,

Definimos V_ = {g € F, [x,yl, grau g s m}. v é um

espago vetorial sobre IF de dimensao Definimos também

m42
q ( 2 ).

N
¢m' Vm -+ EH por

Pa(8) = (8(Py),...,g(P)).
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0 cédigo de Goppa C_(f) é definido entao como a ima-

gem de ¢m.

Para analisar os cédigos Cm(f) vames assumir de agora
em diante que m < N/d. Precisaremos também do seguinte resulta-

do, que € uma forma fraca do Teorema de Bezout ([51).

(5.3) Lema: Sejam £,z € k[x,y], %k um corpo. Seja d o grau
de T e m o grau de g. Suponhamos £ absolutamente irredu-
t{vel. Se f nho divide g entdo o nimero de solugoes de

f(x,y) = g(x,y) = 0 é no méximo mad

(5.4) Teorema: Suponha m < N/d, entao:
(m;2), m < d.
dim C_(f) =

md - QL%:il{

me d.

e w(Cm(f)) =z N-md.

Prova: Vamos primeiro calcular dim Cm(f). Ve jamos entao qual

é o nlUcleo de ¢, Se ¢m(g) =0 entao f =g=0 tem N so-

lugdes, como estamos assumindo que md < N, isso implica, pelo
Lema (5.3) que £ divide g. Se m< d entao g =0 e logo

¢m é injetive para m < d o gue prova a formula enunciada nes~

-

te ¢caso. Para m= d e nicleo de ¢m e o conjunto

f{fh, h € F, [x,y], grau h < m-d}, que é isomorfo (via f£.h =+ h)

a V logo a dimensdo do nicleo de ¢ = ¢ (m-g+2)

m~d logo, pa-

ra m= d
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. _mi2 m=d+2, _ _ d(da-3)
dim C_(£) = (%) - (7 5,77) = md - =55
Seja agora c € c,(f) com le| = r e seja g € V-
tal que Qm(g) = ¢, Entdo g tem N-r =zeros em comum com T,
Se ¢ £ 0 devemos ter que f nao divide g, 1logo pelo Lema

(5.3) temos N-r < md ou r 2> N-md, o Que prova o teorema.

Pelo teorema, para d e m fixos a dimensao de
Cm(f) nho depende de N (se N > md), entao para achar o me-
lhor c¢édigo entre os C _(f) é suficiente achar £ tal que N
& miximo. Discutiremos esse problema no préxime capitulo (mas,

por outro lado, veja o exercicio 3).

EXERC fCi0s:

1. Mosire que o cddigo BCH de comprimentoc n e distancia de-

Signada & é o cédigo de Goppa C(L,g)} onde

= £1:B1 352 s"-:B(n-l)}; g = xb-—-l.

[

2. -Mostre que se L = [1,cw...,an'1], & raiz primitiva n-ésima
da unidade em F . Seja g(x) € B?m[x]. Prove que se C{L,g)
2

é ciclico entao  gl{x) = x¥  para algum t.

’

3, Seja f(x,y) = x4+y4~1 sobre TFg4. Prove que Cl(f) e um
[ 24,3]-codigo de pesc 21 e Cp(£) é um [24,4m-2]-cddigo de
peso 24-4m para m= 2,...,5 (sugestaoi.calcule o peso de

e, (), gvy,xy, xy{x+y), xy(x+y)(x-y), xy(x+y)(x-y)(x+iy), =1y,
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capfTULO VI

cODIGOS DE GOPPA OUTRA VEZ

Neste capitulo daremos a construcao de uma familia de
cddigos construida por Goppa ([ 6], ver também [10]), relacionada
com curvas sobre corpos finitos. Essa relaqu tem provado ser
muito importante para as duas areas. Vamos assumir nesse capitu—.

lo que o leitor tem conhecimentos sobre curvas algébricas (ver

5] ou [71). :
\
Seja X uma curva algébrica de genero g definida so-
bre mh. Um resultade importante gue sera usado no que segue é
o seguinte

(6.1) Teorema (Weil): I#X(Ea) - {g+1)| s 2g q1/2

Esse resultado é conhecido como a hipétese de Riemann

para curvas. Uma demonstragio pode ser vista em [2] ou [25].

Sejam Py, ...,P, € X(Eh), pontos distintos ¢ G um

divisor de X suposto positivo. Suporemos também—que nenhum
n

dos P,'s esta no suporte de G. DPomos D = I P,.
i=1
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n

Definimos os cédigos de Goppa C(D,G), C’'(D,g) & Fy

da seguinte maneira:

C(D,g) = imagem de ¢D,G

¢ L(G) = FD bp,6lE) = (£(Py), ..., £(P))

D,G" q’

’ _ 3
C¢’(D,G) = imagem de wD,G

. oy n
\bD,G' Q' (-G+D) = ]Fq

In G(w) = (resplw,...,resP (w))
? n

Lembramos que L{G) = {f, funcio em X,(£)+G 2 0] Q' (-G+D) =
= {w, diferencial em X, (w}-G+D = d} e respw denota o residuo
da forma diferencial w em P, 2L(G) = dim L(G).

O cdédigo C(D,G) generaliza os coddigos c,(f) do Ca-
pitulo V. ¢ (f) = ¢(D,G) onde X é a curva plana f = O,

Pyseess Py sac os pontos afins de X ¢ G=mH onde H é o di-

visor cortado pela reta no infinito em X.

2

0 eédige C'(D,G) generaliza os codigos €(L,g) no
cdso particular que L ¢ F,, g € F, [x]. Neste caso X = P!,
L = {Pl,...,Pn] e G & o divisor de zeros de g. Deixamos para
o leitor generalizar a definigao dos C'(D,G) de modo a englobar

todos os C(L,g).

(6.2) Teorema (Goppa): (i) Se gréu G<€n entao

dim C€(D,G) = L(G) = grau G+l-g, w{(C(D,G)) = n-grau G.

(ii) Se 2g-2 < grau G € n+g~1 entao
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dim ¢’ (D,G) = dim Q'(~G+D) = n-grau G+g-1. w(C'(D,G)}) =

= grau G-~2g+2.

Prova: (i) Vamos mostrar que ® = @p . é injetivo.. De fato,
se ©(f) =0 entdo £ tem n =zeros em P;,...,P mas

£ € L(G), loge f tem no miximo grau G polos. Como

grau G < n, temos que f = 0. Logo dim C(D,G} = £(G). A de-
éigualdade segue do teorema de Riemann-Roch. ﬁo mesmo modo se

|@(£)| = r entio £ tem pelo menos n-r zeros e logo n-r =

< grau G, Isso prova que w(C(D,G)) = n-grau G.

(ii) Notemos que se w € Q' (D-G) entao w nao tem polos
fora de {Pl,...,Pn} e tem no maximo polos simples nestes pon-

tos.

Vamos mostrar que ¢ = {j . é injetiva. Se w#£ 0 e
. H

(w) 0 entiao w nao tem pblos, mas teremos (w) 2 G e como
grau G > 2g~2, isso é um absurdo, logo ¥ é injetiva e

dim C’(D,G) = dim Q'(D-G) = n-grau G+g-1 por Riemann-Roeh. Si-
milarmente ao que ja foi feito vemos também que w(C'(D,G)) =

= grau G-2g+2.

Se fy,..-,f., r = 4(¢) & uma base de L(G) entio
a matriz (fi(Pj)) é uma matriz geradora para C(L,G). Simi-

larmente se Wy, ...,W é uma base de 01°(D-G) entao a matriz

s
(resp_(wi)) gera C’(L,G). Quanto ao controle lembremos a for-

mula dos residuos:



-G0 =

para qualquer forma diferencial w em X. Entaoc temos que se

f €L(G) e w€Q'(D-G) temos

w (%)

n
0 = T respfw = E .

f(Pi) res
PEX i

P

Quando 2g-2 < grau G < n, contando as dimensoes veri-
fica-se rapidamente que as equagoes (*) para f=fy,...,%,
nos -da uma matriz de controle para C’(D,G), isto é, a matriz
de controle de C’(D,G) é a matriz geradora de C{(D,G). Pode-
nos ver também por (*) gque a matriz geradora de C’(D,G) ¢€
a matriz de controle de C'(D,G). C e C’ sao duais no senti-

do do ex., 6 do Capitulo I.
(6.3) ProEosigEo: Nas hipéteses do Teorema (6.2) se g=0 os
cédigos C(D,G), ¢'(D,G) sao MDS.
Prova: Temos, para C(D,G) due, pelo Teorema {(6.2)
w(C(D,G)) = n—-grau G =
= n={grau G+1)+1 2 n-dim C(D,G)+1.
Pela cota de Singleton (Corolario 1.3), temos também
w(C(D,G)) = n-dim C(b,G)+1.

Logo vale a igualdade e C(D,G) é M.D,S.. A prova para
¢’'(D,G) ¢ analoga.

Recordemos (ver [5]) que quande g=1, podemos definir

uma lei de grupo abeliana @ em X, fixando um ponto arbitra-
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ria 0 € X, da seguinte maneira. DPomos P@ Q=R se R & o
tnico ponto de X tal que P+Q-R-0 = (f) para alguma fungao

f em X.

m
Se G = izlniQi, definimos P, = n,Q,%...en Q ,

entao temos:

{6.4) Proposigac: (Driencourt-Michon) Nas hipoteses do Teorema
(6.2) se pg=1, entzo: dim C(D,G) = grau G, dim C'(D,G) =

a-grau G. BSe existirem il,...,i r = grau G, il,...,i €

r? r

€ {1,...,n} tais que Py =P, 9...8 P, entzo w(C(D,G)) =
1 r
n-grau G, w(C'(D,G)) = grau G. Caso contririo, C(D,G),

¢’'(D,G) sdao MDS.

Prova: As igualdades nas dimensdes seguem do Teorema de Riemann-
Roch. BSe existir f € L(G) tal que [9{(f)| = n-grau G. Isso

significa que f tem grau G =zeros entre Pl”"’P . Se jam

Py yeuesPy estes zeros, entao (f) = P, +...+ P, -G, como
1 r 1 r
grau(f) = 0 isso implica que (f) = Pi R Pi ~G o0 que e-
1 r
quivale a P, =P, ©&,..4 P, . Isso completa a demonstragac no
G il ir

dque concerne a C(D,G). O caso de C'(D,G) & analogo.

Driencourt e Michon deram também no caso g=1 um efi-
ciente algoritmo de decodificagao (ver [3]).
Suponhamos agora que [PI""’Pn} = X(Eh). Temos entao

que
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935—%13£91 21 - Eﬁl pelo Teorema (6.2)

para C = C(D,G) ou C’'(D,G). Uma maneira de se obter bons c¢é-
digos € maximizar este nimero. Par isso temos que maximizar

n/g para Eh fixo. Pelo Teorema de Weil (6.1) temos

n/g = ﬂél + 2q1/2. Esse resultado ném sempre é o melhor possivel,
especialmente para g grande. De.fato Drinfeld e Vladut (LaD)
mostraram que n/g S q1/2-1+f(g) onde f(g) *+ 0 quando g * “.
Por outro lado Ihara ([9]) e Tsfasman-Vladut-Zink ({22]1) cons-
truiram uma sequéncia de curvas para cada 4q quadrado,/a = 7,

tendoe n/g - q1/2-1.

Esses cédigos sao assintéticamente os me-
lhores conhecidos estando inclusive acima da cota de Varshamov-
Gilbert. Outros autores mosiraram também que estes exemplos po-
dem ser calculados eficientementel27]. Para outros resultados so

bre o numero de pontos de uma curva sobre um corpo finite, ver

f9l, [16] e [18]. .
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